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有限要素法による非定常非線形熱伝導解析
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1 はじめに

本資料は、有限要素法による非定常非線形熱伝導解析についてまとめたものである。本資料の作

成にあたっては、参考文献 [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]に依った。

2 支配方程式

フーリエの法則は、式 (1)で表される。概略図を図 1に示す。

ϕ = −λ∇θ (1)

ここで、ϕは熱流束 [W/m2]、θ は温度 [K]、λは熱伝導率 [W/(m ·K)]である。

図 1 Schematic represantation of Fourier’s law

熱量保存則は、式 (2)で表される。

ρcθ̇ = −∇ · ϕ+ f (2)

ここで、ρは密度 [kg/m3]、cは比熱 [J/(kg ·K)]、θ̇ =
∂θ

∂t
は温度の時間変化率、f は発熱量 [W/m3]

である。

式 (1)を式 (2)に代入すると、支配方程式 (3)が得られる。

ρcθ̇ = ∇ · (λ∇θ) + f (3)



図 2 Schematic represantation of the physical domain Ω

次に、領域 Ωを考え、その境界を Γとする。このとき、Neumann境界が定義された境界 ΓN と

Dirichet境界が定義された境界 ΓD を、式 (4)、式 (5)のように定義する。

Γ = ΓN ∪ ΓD (4)

ΓN\ΓD = ∅ (5)

ここで、Neumann境界 ΓN において熱流入量 q が、Dirichet境界 ΓD において温度 θ が、それ

ぞれ式 (9)、式 (7)のように定義されるとする。

q = λ∇θ on ΓN (6)

θ = θ0 on ΓD (7)

3 有限要素離散化

ここまでに得られた、支配方程式 (3) について、有限要素離散化を考える。式 (3) に左から δθ

を乗じ、領域 Ωで積分すると、式 (8)を得る。∫
Ω

δθ ρc θ̇ dΩ =

∫
Ω

δθ {∇ · (λ∇θ) + f}dΩ (8)

式 (8)を展開して、式 (9)を得る。∫
Ω

δθ ρc θ̇ dΩ =

∫
Ω

δθ ∇ · (λ∇θ)dΩ +

∫
Ω

δθ f dΩ (9)

ここで、ナブラの積の法則 ∇ · (ϕA) = (∇ϕ) · A + ϕ∇ · Aにおいて、A = α∇ψ とすると、式
(10)を得る。

∇ · (ϕ α∇ψ) = (∇ϕ) · α∇ψ + ϕ∇ · α∇ψ (10)

式 (10)を移項して、式 (11)を得る。

ϕ∇ · α∇ψ = ∇ · (ϕ α∇ψ)− (∇ϕ) · α∇ψ (11)

式 (11)の関係から、式 (9)を変形し、式 (12)を得る。∫
Ω

δθ ρc θ̇ dΩ =

∫
Ω

{∇ · (δθ λ∇θ)− (∇δθ) · λ∇θ} dΩ +

∫
Ω

δθ f dΩ (12)

式 (12)を展開し、式 (13)を得る。∫
Ω

δθ ρc θ̇ dΩ +

∫
Ω

(∇δθ) · λ∇θ dΩ =

∫
Ω

∇ · (δθ λ∇θ) dΩ +

∫
Ω

δθ f dΩ (13)
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ここで、ガウスの定理を、式 (14)に示す。∫
Ω

∇ · (ϕ∇ψ) dΩ =

∫
Γ

n · (ϕ∇ψ) dΓ (14)

式 (14)により、式 (13)の右辺第一項を変形し、式 (15)を得る。∫
Ω

δθ ρc θ̇ dΩ +

∫
Ω

∇δθ · λ∇θ dΩ =

∫
Γ

n · (δθ λ∇θ) dΓ +

∫
Ω

δθ f dΩ (15)

ここで、式 (15)の右辺第一項は、式 (16)のように変形できる。∫
Γ

n · (δθ λ∇θ) dΓ =

∫
Γ

δθ λ
∂θ

∂n
dΓ

=

∫
Γ

δθ q dΓ (16)

式 (15)と式 (16)より、式 (17)が得られる。∫
Ω

δθ ρc θ̇ dΩ +

∫
Ω

∇δθ · λ∇θ dΩ =

∫
Ω

δθ f dΩ +

∫
Γ

δθ q dΓ (17)

ここで、領域 Ωを、式 (18)のように有限要素近似することを考える。

Ω ≃ ΩFEM =

nelem∪
e

Ω(e) (18)

式 (18)より、領域 Ωの領域積分と境界積分は、それぞれで式 (19)、式 (20)表される。∫
Ω

dΩ ≃
nelem⊕

e

∫
Ω(e)

dΩ(e) (19)

∫
Γ

dΓ ≃
nelem⊕

e

∫
Γ(e)

dΓ(e) (20)

次に、ある要素 eの領域内部の物理量 ϕ(e) は、要素内の局所座標系 ξ と補間関数N、節点物理

量ベクトル ϕを用いて、式 (21)で表される。ここで、iはアインシュタイン記約におけるダミー

インデックスである。

ϕ(e)(ξ) = N(ξ) ϕ

= Ni(ξ) ϕi (21)

以上の定義から、式 (17)は、式 (22)のように書き換えられる。

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

(Niδθi)
t ρc Nj θ̇j dΩ

(e) +

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

(∇Niδθi)
t λ ∇Njθj dΩ

(e) =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

(Niδθi)
t fi dΩ

(e) +

nelem⊕
e

∫
Γ(e)

(Niδθi)
t qi dΓ

(e) (22)

ここで、式 (22)から δθi
t をくくりだして、式 (23)を得る。

δθt
nelem⊕

e

∫
Ω(e)

Ni
t ρc Nj θ̇j dΩ

(e) + δθt
nelem⊕

e

∫
Ω(e)

(∇Ni)
t λ ∇Njθj dΩ

(e) =

δθt
nelem⊕

e

∫
Ω(e)

Ni
t fi dΩ

(e) + δθt
nelem⊕

e

∫
Γ(e)

Ni
t qi dΓ

(e) (23)
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式 (23)は任意の δθt について成り立つので、式 (24)を得る。

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t ρc Nj θ̇j dΩ

(e) +

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

(∇Ni)
t λ ∇Njθj dΩ

(e) =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t fi dΩ

(e) +

nelem⊕
e

∫
Γ(e)

Ni
t qi dΓ

(e) (24)

式 (24)の左辺を整理して、式 (25)を得る。

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t ρc Nj dΩ

(e) θ̇ +

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

(∇Ni)
t λ ∇Nj dΩ

(e) θ =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t fi dΩ

(e) +

nelem⊕
e

∫
Γ(e)

Ni
t qi dΓ

(e) (25)

ここで、式 (26)、式 (27)、式 (28)を以下のように定義する。

M =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t ρc Nj dΩ

(e) (26)

K =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

(∇Ni)
t λ ∇Nj dΩ

(e) (27)

f =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t fi dΩ

(e) +

nelem⊕
e

∫
Γ(e)

Ni
t qi dΓ

(e) (28)

式 (25)、式 (26)、式 (27)、式 (28)より、有限要素離散化による支配方程式 (29)を得る。

Mθ̇ +Kθ = f (29)

4 時間離散化

支配方程式の時間離散化を行う。式 (29)は、非定常方程式であり、時刻に関して一般化 Crank-

Nicolson法による離散化を考える。式 (30)に、時刻 t+∆tにおける支配方程式 (29)を示す。

Mθ̇t+∆t +Kθt+∆t = ft+∆t (30)

時刻 t+∆tにおける温度 θt+∆t を式 (31)で表す。ここで、αは、0 ≤ α ≤ 1の値をとる。

θt+∆t = α θt+∆t + (1− α) θt (31)

同様に、時刻 t+∆tにおける外力 ft+∆t を式 (32)で表す。

ft+∆t = α ft+∆t + (1− α) ft (32)

さらに、時刻 t+∆tにおける温度 θの時間時間変化率 θ̇t+∆t =
∂θt+∆t

∂t
は、式 (33)で近似する。

θ̇t+∆t =
∂θt+∆t

∂t
=
θt+∆t − θt

∆t
(33)
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式 (31)、式 (32)、式 (33)の関係から、支配方程式 (29)は、式 (34)のように書き換える。

M
θt+∆t − θt

∆t
+K {α θt+∆t + (1− α) θt} = α ft+∆t + (1− α) ft (34)

式 (34)は、式 (35)のように書く場合もある。

M
θt+∆t − θt

∆t
+Kθt+α∆t = ft+α∆t (35)

このとき、α = 0では Forward Euler法、α =
1

2
では Crank-Nicolson法、α = 1では Backward

Euler 法なることが確認できる。特に、Forward Euler 法の場合、行列M を集中化し対角行列

とみなすことで、行列の求解の必要なく、次の時刻の温度を求めることができる。Backward

Euler 法の場合、行列求解が必要であるが、時間刻み幅 ∆t によらず、安定に解くことができる。

Crank-Nicolson法の場合、1次の中心差分とみなせるため、時間方向の誤差を O(∆t2)に抑えるこ

とができる。その他の場合、時間方向の誤差は O(∆t)である。

Crank-Nicolson法を用いた場合、α =
1

2
として式 (34)を整理し書き下せば、式 (36)を得る。

(
1

∆t
M +

1

2
K) θt+∆t =

1

2
(ft+∆t + ft) + (

1

∆t
M − 1

2
K) θt (36)

5 非線形解法

5.1 逐次代入法

支配方程式の非線形解法について考える。式 (35)は、非線形方程式であるため、何らかの非線

形解法を利用する。FrontISTRでは、逐次代入法が利用されている。式 (35)から、逐次代入法に

より解くべき式は、式 (37)で表される。

1

∆t
M(θt+∆t

(i−1)) θt+∆t
(i) +K(θt+α∆t

(i−1)) θt+α∆t
(i) = f(θt+α∆t

(i−1)) +
1

∆t
M(θt) θt

(37)

式 (37)において、θ(i−1)
t+∆t を入力し、θ

(i)
t+∆t を得ることを、θ

(i)
t+∆t = G(θ

(i−1)
t+∆t )と書くとする。こ

の時、式 (38)のように、順に得られた解ベクトルの差が十分小さくなったとき、解くべき方程式

の解が得られたと判定する。

θt+∆t
(1) = G(θt+∆t

(0))

θt+∆t
(2) = G(θt+∆t

(1))

θt+∆t
(3) = G(θt+∆t

(2))

... (38)
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5.2 Newton-Raphson法

式 (35) に対し、Newton-Raphson 法を利用する。残差 φ(θ) を式 (39) に示す。簡単のため、

α =
1

2
として書き下した。

φ(θt+∆t) =

{
1

∆t
M(θt+∆t) +

1

2
K(θt+∆t)

}
θt+∆t

+

{
− 1

∆t
M(θt) +

1

2
K(θt)

}
θt −

1

2
{f(θt+∆t) + f(θt)}

= 0 (39)

ここで、温度 θt+∆t を式 (40)のように近似し、解を反復的に修正することを考える。

θt+∆t
(i+1) = θt+∆t

(i) +∆θt+∆t
(i) (40)

式 (40)を式 (39)に代入し、式 (41)を得る。

φ(θt+∆t) =

{
1

∆t
M(θt+∆t) +

1

2
K(θt+∆t)

}
θt+∆t

(i)

+

{
1

∆t
M(θt+∆t) +

1

2
K(θt+∆t)

}
∆θt+∆t

(i)

+

{
− 1

∆t
M(θt) +

1

2
K(θt)

}
θt −

1

2
{f(θt+∆t) + f(θt)}

= 0 (41)

次に、テイラー展開により、係数行列M(θt+∆t)、係数行列K(θt+∆t)、右辺ベクトル f(θt+∆t)

を、それぞれ式 (42)、式 (43)、式 (44)で近似する。

M(θt+∆t
(i+1)) ≃ M(θt+∆t

(i)) +
∂M(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i) (42)

K(θt+∆t
(i+1)) ≃ K(θt+∆t

(i)) +
∂K(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i) (43)

f(θt+∆t
(i+1)) ≃ f(θt+∆t

(i)) +
∂f(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i) (44)
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式 (40)、式 (42)、式 (43)、式 (44)を式 (41)に代入して、式 (45)を得る。

φ(θt+∆t) =

{
1

∆t
M(θt+∆t

(i)) +
∂M(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i)

}
θt+∆t

(i)

+

{
1

2
K(θt+∆t

(i)) +
∂K(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i)

}
θt+∆t

(i)

+

{
1

∆t
M(θt+∆t

(i)) +
∂M(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i)

}
∆θt+∆t

(i)

+

{
1

2
K(θt+∆t

(i)) +
∂K(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i)

}
∆θt+∆t

(i)

+

{
− 1

∆t
M(θt) +

1

2
K(θt)

}
θt

− 1

2
f(θt+∆t

(i)) +
∂f(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i) − 1

2
f(θt)

= 0 (45)

ここで、∆θt+∆t
(i) の二次の項は無視して、式 (46)を得る。

φ(θt+∆t) =
1

∆t
M(θt+∆t

(i)) θt+∆t
(i) +

∂M(θt+∆t
(i))

∂θ
θt+∆t

(i)∆θt+∆t
(i)

+
1

2
K(θt+∆t

(i)) θt+∆t
(i) +

∂K(θt+∆t
(i))

∂θ
θt+∆t

(i)∆θt+∆t
(i)

+
1

∆t
M(θt+∆t

(i)) ∆θt+∆t
(i) +

1

2
K(θt+∆t

(i)) ∆θt+∆t
(i)

− 1

∆t
M(θt) θt +

1

2
K(θt) θt −

1

2
f(θt+∆t

(i)) +
∂f(θt+∆t

(i))

∂θ
∆θt+∆t

(i) − 1

2
f(θt)

= 0 (46)

式 (46)において、接線剛性行列を式 (47)、式 (48)、式 (49)のように定義する。

MT(θt+∆t
(i)) =

∂M(θt+∆t
(i))

∂θ
θt+∆t

(i) (47)

KT(θt+∆t
(i)) =

∂K(θt+∆t
(i))

∂θ
θt+∆t

(i) (48)

FT(θt+∆t
(i)) =

∂f(θt+∆t
(i))

∂θ
(49)

式 (46)、式 (47)、式 (48)、式 (49)より、式 (50)を得る。{
1

∆t
M(θt+∆t

(i)) +MT(θt+∆t
(i)) +

1

2
K(θt+∆t

(i)) +KT(θt+∆t
(i)) + FT(θt+∆t

(i))

}
∆θt+∆t

(i)

=
1

∆t
M(θt+∆t

(i)) θt+∆t
(i) − 1

∆t
M(θt) θt +

1

2
K(θt+∆t

(i)) θt+∆t
(i) +

1

2
K(θt) θt

− 1

2
f(θt+∆t

(i))− 1

2
f(θt)

(50)

ここで、係数行列が線形の場合、接線剛性行列を示す式 (47)、式 (48)、式 (49)は零になるので、

式 (50)が成り立つように、∆θt+∆t
(i) も零に近づく。∆θt+∆t

(i) = 0の場合、式 (36)と一致する。
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5.3 接線剛性行列の作成

接線剛性行列は、式 (51)、式 (52)のように定義する。外力項の接線剛性行列については、輻射

伝熱が該当するが、ここでは割愛する。

∂M(θ)

∂θ
θ =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t ∂ρ(θk)

∂θ
c Nj θk dΩ(e)

+

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

Ni
t ρ

∂c(θk)

∂θ
Nj θk dΩ(e) (51)

∂K(θ)

∂θ
θ =

nelem⊕
e

∫
Ω(e)

(∇Ni)
t ∂λ(θk)

∂θ
∇Nj θk dΩ(e) (52)
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